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本研究の目的は,種々の有限群の既約指標を求めることにより,有限群の表現論についての理解を深めること
である.
1 有限群の線形表現
有限群の線形表現の基礎的事項を述べる.
K を標数が p (p  0)の体, Gを有限群,V を K 上の有限次元ベクトル空間でとする.
V 上の K 同型写像全体を V 上の一般線形群といい,GL(V)と表す.GL(V)は写像の合成を演算として群となる.
定義 1. G加群 V が,f0gと,V 以外に部分 G加群を持たないとき,V は既約であるという.
また,V が既約である時,その表現  : G ! GL(V)を Gの V における既約表現という.
定義 2. G の表現  : G ! GL(V)について,V の任意の部分 G 加群 W に対して,W の補空間 W 0 で部分 G 加群
になるものが存在する時,は完全可約であるという.
定理 1 (マシュケの定理). K の標数が 0または,G の位数と互いに素であるとき,G の V 上の表現 は完全可約
である.
系 1. マシュケの定理の条件のもとで,任意の G加群 V は既約 G加群の直和になる.
補題 1 (シューアの補題). K 上の既約な G加群 V;W について次が成り立つ.
1. HomG(V;W) , f0g () V  W (G加群としての同型)
2. K が代数的閉体である時、EndGV  K
定理 2. アーベル群 Gの代数的閉体 K 上の既約表現 は 1次である.
2 指標
体を Cとする.
定義 3. 表現 :G ! GL(V)に対して, : G ! C ((g) = Tr(g) (g 2 G))を の指標という.また,既約表現
の指標を既約指標という.
有限群 Gの位数を jGjとする.Ｇ上の C値関数 ; 0 に対して,内積を
(; 0) = 1jGj
X
a2G
(g)0(g 1)
と定義する.
定理 3 (指標の第一直交関係). 既約表現 ; 0 の既約指標 ; 0 について,
(; 0) =
8>><>>:1 ( = 0)0 ( , 0) (1)
定理 4. Gの二つの線形表現が同値である.,それらの指標が一致する.
系 2. 群 Gの既約表現を 1; : : : n とし,その各次数を f1; : : : fn,指標を 1; : : : n とする.このと次が成り立つ.
1. jGj = Pni=1 fii(e)
2. G 3 g , eならば, f11(g) +    + fnn(g) = 0
定理 5 (指標の第二直交関係). 1; : : : l を群Gの相異なる既約指標の全体とする.また,a; a; a をそれぞれ,共
役類 K; K; K の代表元とする.このとき
lX
i=1
i(a)i(a 1 ) = 
jGj
h
(2)
が成り立つ.
定理 6. 群 Gの相異なる既約指標の個数は Gの共役類の個数に等しい
3 有限群の既約指標の例
体を Cとする.
3.1 有限巡回群の既約指標
G を位数が nの巡回群とし,その生成元を aとする. G の既約表現は n個あり,1次である.n個の既約指標を
i (i = 0 : : : n   1)とする.既約指標は, i(ak) = !ik (!は 1の原始 n乗根)で与えられる.
3.2 3次対称群の既約指標
3 次対称群 S 3 = fe; (12); (13); (23); (123); (132)g の共役類は K1 = feg; K2 = f(12); (13); (23)g; K3 =
f(123); (132)gの 3個であるので,3個の既約表現 (1次の既約表現が 2個, 2次の既約表現が 1個)を持つ.1次の
既約表現の既約指標を 1; 2 とし,2次の既約表現の指標を 3 とする.S 3 の指標表は,
K1 K2 K3
1 1 1 1
2 1 -1 1
3 2 0 -1
となる.
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